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1) SPAZI NORMATI z-CONVESSI 


1.1. Sia (X,|-|) uno spazio normato. Chiamiamo Z(X,|-|)l'insieme del 


le funzioni &: XxX + R tali che: 


(a) E(x,y) = E(y,x) 


(b) VyeX x + E(x,y) è convessa (e quindi lo è anche x + E(y,x)) 
(c) E(0,0) > 0 


(d) (1- |x})(1-Iy]) s 0/> e(x,y) s Jey] 
Lo spazio normato (X, |-|) si dice z-convesso quando Z(x,|-|) = # 


1.2. Osserviamo che il funzionale (x,y) + |x+y]| verifica (a), (b), (d) 
di 1.1; pertanto la condizione (c) è necessaria per impedire che la definizione 
di spazio normato z-convesso includa ogni spazio normato. Sulla sua sufficienza 
si veda oltre (8 2 e 3). 


1.3. Elenchiamo alcune proprietà formali dell'insieme Z(X,|-|). S'in- 


tende che X =» {0} è uno spazio vettoriale su Ke {R,C}. 


(a) Se ge Z(X,|-|) e ce]0,1], allora ceeZ(Xx,]-]) 
(b) = Se geZ(Xx,|-]) e [x[=1, allora E(x,-x) < 0 


(c) Se E;€ Z(x,|-|) (j=1,2) e te[0,1), allora (1-t)e,tte,€2(X,]-]) 


2 
(d) Se EEZ(X,|-|) e aEK con |a|=1, allora il funzionale (x,y)+E(ax,0y) ap- 


) 


partiene a Z(X,|- 


(e) = Se £€Z(X,|-|), allora anezZ(X,|-|) tale che n(0,0)= £(0,0) e n(-x,-y) = 
= n(x,y) W(x,y)E XxX 


(f) Se geZ(Xx,|-]) e max{[|x{.]y]} 
lare e(0,0) < 1. 


NA 


1, allora E(x,y) s 1+ [x] Jy|; în partico 
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Proviamo (f), le altre essendo più o meno banali. Anzitutto da 1.1 
(b), (d) segue che, fissato x N bol! » E(0,0) < 3 E(x0) + È E(-x_,0) < 1. 
lo) 
Se poi 0 < [x|<1, allora E(x,0) < |x| GT + (1-|x[)E(0,0) < |x|+1-]|x|=1 e 


analogamente e(0,x)< 1. Infine max{|x|.]y]} s 1=> E(x.y) £ ble RT + 
+ (1-|x|)E(0,y)s|x[(1+yftH1-]x|=1+|xX] |M - 


IA 


1.4. Se in 1.1 sostituiamo (d) con 


(d,) max{|x],|y]} 2 1 > (xy) = Deyl 


otteniamo la descrizione di un sottoinsieme 2 (X;l- 


) di Z(X,|-|). Tuttavia 
vee Z(X.|-|) ane2,(X.]-]) tale che (0,0) = n(0,0): basta porre n(x,y) = 


= max{E(x,y), |xty]} per maxt[x|.|y|}< 1 (e ovviamente n(x,y) = |xty] per 


max{|x|.[y]} = 1). 
Potendo così fissare i valori di n fuori dal quadrato di six eX;kxK<1}, 


e tenuto conto di 1.3(f) per ciò che accade in SESSTE è facile provare che: 


1.5 Se X è t-convesso e y(X.|-|) = sup £(0,0), allora 
EEZ(X.|- ) 
aneZ(Xx.|-|) (in realtà nEzi(X.l- ) tale che n(0,0) = y(X.|-[). 
Basta infatti porre n(x,y) = SUp E(X,y). 
EEZ,(X.l-1) 


1.6. E' ragionevole ritenere che, se (X,||-|) è z-convesso, y(X.l-|) 
(definito come in 1.5), che appartiene a 10,1] per 1.3(f), dia una misura della 
rotondità della norma. Per lo meno si sa che |-| deriva da un prodotto scalare 
se e solo se y(X,|-|)=1 (se |x| =Vkx,x>, posto E(x,y) = 1+Re <x,y? si prova fa 


cilmente che £€Z(X,|-|); una dimostrazione non difficile ma estremamente lunga 


dal fatto che l'esistenza di #eZ(X,|-|)con €(0,0)=1 implica l'identità del paral 
lelogramma si trova in [BUR3]). Si noti tuttavia che quantunque si sappia per 
altra via (v. 88 2,3) che, per esempio, tutti gli LP per funzioni a valori sca 


lari, con l<p<e, sono z-convessi, nessuno ha finora (a quanto se ne sa) scritto 
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esplicitamente un funzionale che verifichi la proprietà 1.1 eccetto che nel caso 


di uno spazio con prodotto scalare. 


1.7. Benché nella definizione di z-convessità intervenga la norma, 


la z-convessità è una proprietà topologica. Infatti se (X,|- 


PI (I-Iy) sono 


spazi normati e T:X + Y è un omeomorfismo lineare con alx|ysITx]ys8lX, vxeX, 


allora fissata rez,(Y, Iv. 1.4), si ha che (x,> x) + n(x »X & 


2) 
= n ca, a") appartiene a Z,(X,]-|,). Come è da attendersi, comunque, 


in questo trasferimento qualcosa si perde, perché n(0,0) = - £(0,0) < E(0,0). 


Viceversa, se |- 1 I-L, sono norme sullo spazio vettoriale Xe 


E e 2(X,1-]) OZ(X.1- 


2)» allora WxeX 


-l 


£(0,0) lx, 5 Ixl, s (0,0)"? xl, 


(v. [BUR2], Th. 4.1), e in particolare se z(0,0)=1 c'è un'unica norma (che per 


di più deriva da un prodotto scalare) tale che & Z(X.|-|). 


2. MARTINGALE 


In questo paragrafo sono fissati uno spazio di Banach X su Ke{R C} 


e uno spazio con misura positiva e finita (9,Gu). 


2.1. Teorema. Sia % una sotto-o-algebra di 4. vfeLl(a,4u;4) esi 


ste una e una sola (a meno di uguaglianza u-q.d.) funzione 


ge LI (94,034) tale che VAE% 


lai = ai, Chiamando E(f|%) tale funzione si ha inoltre che Ype [1,©[ la 
A A 


IV- 6. 


restrizione di E(-|2) a LP(2,u;X) è un proiettore lineare e continuo di 


LP(A,Zu;X) in sé, con norma s 1, il cui codominio è MICIZATIOR Inoltre se 
felP(o,%u;R) e f20, è anche E(f|u)z0. 


Cenno di dimostrazione (v. [D-U]. Th. V.1.4). Si prova il teorema 
quando X = K utilizzando il teorema di Radon-Nikodym (per l'esistenza di 
E(f|u)) e la disuguaglianza di Jensen (per la stima LP). Nel caso generale si 


m m 
definisce E(f|u) = %. E(xg1%)x; quando f = + xa x; è semplice, si prova che 
J=l j dl. dd 


l'operatore E(-|%) sullo spazio delle funzioni semplici ha le richieste proprie 
tà e si prolunga per continuità. 
Si osservi che non è richiesto che X abbia la proprietà di Radon- 


Nikodym. 


2.2. Definizione. Sia #= Vea N una successione non decrescente 
di sotto-o-algebre di e F = ue N Una successione in LP(a,Lu;X) (dove 
pe[1,e[). Si dice che F è una martingala relativa a F se e solo se yneN fi, = 


— " ; NOn p i 
= E(fr411A)- Ciò evidentemente implica che YineN fe L'(9; I 915%) e 


m 
= f - f > în modo che f = )_ 6,» la 


Se poniamo dI = fl p dnt1 n+ 4 


condizione che F sia una martingala relativa a # equivale a 


p a 
(a) wneN g_E L'(0, F 3u;X) ed E(6,,31F)50 


A sua volta la condizione che sia E(9n+117n) = 0 Wn si può espri- 


mere equivalentemente così: 


; sa n 
(b) wneN e per ogni funzione continua e limitata G:X > R 


J 60,15),.--,0,())9p4, (514109) =0 


Q 
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2.3. ESEMPI 


(a) Sia felP(a, S,u;X) (1sp<) e, fissata una successione 
= j -0- j j = F)\\ ; = 
F: (E au di sotto-o-algebre. di F, sia f E(f| 4.) yn. Allora F Fo nen 
è una martingala relativa a # perché le proprietà dei proiettori assicurano che 


E(E(F|#,,)1%) = E(#1 4) 


E' noto ([D-U] Ch. V $ 2) che una martingala F = (frlne n è convergente in 


La, S,u;X) se e solo se è di questo tipo, e in tal caso il suo limite è 


E(f| 4), dove # è la o-algebra generata da U Fo 
neN 


(b) Sia o = [O,T[,9 la o-algebra dei boreliani di [O,T[, u la mi- 


sura di Lebesgue su 4. yneN sia 0=t  <...<Kt = T e supponiamo che 


n,0 Nsg, 


} cosicché ogni intervallo I, e” 


at" nq,“ n+1,0°"""*“nt1,9,, 


1 

= ATTO, LIATI. viene decomposto dagl'intervalli Luelith in esso contenuti. 
sue } (cioè l'insieme delle unioni 

sl N39, 

di tali intervalli), cosicché FEFH CH. Sia assegnata un'arbitraria funzio- 


Sia w la o-algebra generata da Ci, 


ne d: era sneEN, 1sksq_} + X e si ponga 


s(t_ )-o(t ) 
n nik 


Allora è facile verificare che Molrat è una martingala relativa a#= (F) ne N 


In particolare, se X=R,T=1,t = È e è è definita da è(0)=0(1), 


nik 
si 2 n: 
2k-1 1 k k-1 1 
0077) = 3(0(2) + 0(—) +=), si ottiene f (t) = X r.(t), dover, è la 
gMt1 2 9" 2" 2" n jz1 i j 
j-esima funzione di Rademacher (r;(t) = Rei tl per - st«x È 
2 2 


2.4. Sia F=(F) 


ne fi una successione non decrescente di sotto-c- 
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algebre di Ye F = (f ) 


; 22 #D x ; 
ref una martingala in L'(9, Z,u;X) relativa a #. Po- 


1° în fat Me pa valne N 


ni di L' (9, u;K) e supponiamo che Vi sia misurabile e Vnt1 sia F_-misura- 


bile. Ponendo A = IE la condizione 2.2(a) è ancora verificata (per provar- 


niamo ancora ui F una successione di funzio- 


lo basta approssimare v con funzioni Fsemplici), cosicché G=(g ) , do- 


n+1 n°neN 


n 
ve g = Do sè ancora una martingala in LP(A,Lu;X). 
n Gi k 
Nel caso in cui X=K è noto fin dal 1966 ([BUR1]) che pe]l,o[ 
+ 
esiste via R. tale che comunque data una martingala F e una sua "trasformata" 
G ottenuta come sopra, se suplv, l a $ 1» allora 


n L 


(a) lg, 


<c. [f.l yn € N 
LP PUMP 


o, equivalentemente, 


HA 


(b) supignl , s © sur If,l 


a LP n u 


Quando X è uno spazio di Banach questa proprietà, in generale, non è vera, e si 


ha quindi la seguente definizione 


2.5. Definizione. Si dice che uno spazio di Banach X ha la proprietà 
UMD (= unconditional martingale differences) quando esistono pe ]l,[ e cpxer* 
tali che per ogni martingala F in LP(9, L,u;X) (dove lo spazio (29,.4,u) è arbi- 
trario) e per ogni sua trasformata G ottenuta come in 2.4 valgono le equivalenti 


disuguaglianze 2.4 (a), (b) 


2.6. In realtà la classe UMD non dipende da pe]l,©[, nel senso che 
se 3pe]l,©[ per il quale è soddisfatta la condizione della def. 2.4. allora ta 
le condizione è soddisfatta ype ]1,©[. Questa è conseguenza, per esempio, del teo 


rema seguente 


IV-9. 


2.7. Teorema. Sia pe]l,©[ . Se per ogni coppia di martingale F,G 
delle quali G dipenda da F nel modo descritto in 2.4 (con supIVl < 1) vale 
n 
una delle seguenti proprietà, allora per ogni coppia di tali martingale valgono 


anche le altre 


(a) suplf_l È #0 29 fanlieti converge u-q.d. 
n L 
(b) 3c>0 tale che se sup[g_(w)]>1 u-g.d., allora suplf_l1 è € 
n n 
(c) 3c>0 tale che Va e R* xu({wssup[g_(W)}]2)s c suplf_l,1 
n n 
(d) 3c>0 tale che suplg | _<csup|f|_. 
nah n "LP 


Inoltre, le proprietà (a)-(b)-(c)-(d) rimangono equivalenti tra 10- 
ro, e definiscono la stessa classe di spazi se si conviene di limitare le suc- 
cessioni V = bien a quelle per cui wn LA è una costante EnÉ {-1,1}. 


Per la dimostrazione si veda [BUR2], pp. 998-1003. 


2.8. Elenchiamo alcune proprietà degli spazi di Banach UMD. 


(a) Ogni spazio di Banach UMD è super-riflessivo (cioè isomorfo ad uno spazio 
uniformemente convesso), ma il contrario non è vero, 

(b) Se X è UMD, anche X* lo è, 

(c) Se X è UMD e 1<p<©, ogni spazio LP(Y,Fv:X) con (Y,F,v) arbitrario spazio 
con. misura,è UMD, 

(d) Ogni sottospazio chiuso di uno spazio UMD è UMD, 


(e) Se x e x, sono UMD, anche x x x, lo è. 
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2) PROPRIETA' EQUIVALENTI A UMD 


3.1. Teorema. Uno spazio di Banach X è UMD se e solo se z-convesso. 


Cenno di dimostrazione (v. [BUR2], [BUR4], [RdF]). Si prova che la 


t-convessità è equivalente a 2.7 (c), o meglio alla variante di 2.7 (c) quando 


la successione dei moltiplicatori VW k eN è costituita da costanti ex€ {-1,1}. 
A questo scopo, fissato (x,y) €X x X sia M(x,y) l'insieme delle martingale 
F = Me N in LE(10,11;X) con f;(t) = X e tali che per almeno una successione 


e = (156,363,...) in {-1,1} la martingala trasformata g sia tale che 
u(U tte lo,11; Ig,(t)-y] 2 1}) = 1. Posto y(x,y) = inf{suplf_l E 
ne N n L 
F = ARIE n EM0y)}» si prova (ed è la parte dura) che y è la massima delle 


funzioni g: X x X + R tali che 


a) d(x,y) i d(x,2x-y) 
(b) éè(-,y) è convessa Wy 
[xl se yl = 1. 


n 
(e) 
—_ 
e 
__ 
x 
w 
x 
_ 
NA 


Se fe M(0,0) si ha suplg_(+)] => 1 q.d. su [0,1[, cosicché per 0<X<1 da 2.7(c) 
n 
+ 
segue che x sc sup |f_l,i è Quindi y(0,0) = È >0. Ponendo &(x,y)=2y n) 
n 
si ottiene che & € 2(X;1-)) (v. 1.4). Viceversa, se EE z1(X;1-))» posto 
d(x,y) = 5 E(2x-y.y), si ha che $ verifica (a), (b), (c), cosicché é < w, e quin 


di y(0,0) = (0,0) = l E(0,0) > 0. Da qui si fa seguire 2.7 (c). 


3.2. In particolare ogni spazio di Banach isomorfo a uno spazio di 
Hilbert è UMD e ogni spazio z-convesso è super-riflessivo. Dunque la t-convessi- 
tà non è una proprietà di ogni spazio di Banach. 

Dal punto di vista dell'analisi funzionale, la caratterizzazione 


più utile è certamente la seguente 
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3.3. Teorema. Per l<p<Ko , fe LP(R,X) ed ee R' sia 


2 le 
a 
ct 
' 
v 

(of 
v 


(H_8)(t) = 


|s|ze 


(a) [BUR4]. Se X è UMD, allora ype]l,©[ Ac p(*)>0 tale che 
vie LP(R,X) [HF <c_(x)fl (e csi lim H, f esiste q.d. e in LP e 
A PR 


e+0 
verifica la stessa stima) 


(b) [BOU]. Se 3pe]l,©[ tale che la trasformata di Hilbert sia limitata in 
LP(R,X), allora X è UMD. 


La parte "dura" della dimostrazione di (a) consiste nel far vedere 


che: 
se ajaecco Agp ba e-caDy appartengono a X (dove NeN è arbitrario), ponendo 
iL k Ù k 
u(re ©) = v_ (cos(ke)a, + sin(ke)b la v(re 16; = de ke)b,)r 
k=1 RE 
(Osr<1 , 0<8<s2t), allora L |v(r al )iî de Sa 10) |Pae, e questo 


si fa utilizzando martingale costruite con funzioni di Rademacher. 


Dopo di ciò segue che la stessa stima vale quando u(re!®) 


2a 2 


1 LA t)dt, v(re 


1 io 
2a i 1-2r cos(0-t)+r2 f(t) ) 


1 ni 2r_sin(e-t) 
al * Il f(t)dt , essendo feLP(]1-m,m[,X) 
(o) 1-2r cos(0-t)+r 
Ora se felP(]-n,m [.X), prolunghiamola per periodicità a R e poniamo 


} (0)=- J f(6-t)cot . dt. Allora dalle stime precedenti segue che 
e<|t|Km 
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Il " Ss cp0%) Ifl cs, e da qui segue il risultato nel caso non-periodico come 
L L 


nel caso classico. 


4) ALTRE PROPRIETA' 


4.1. Dal teorema 3.3 segue immediatamente che se X e Y sono spazi 
UMD, tali sono anche DKY], (spazi d'interpolazione complessa) e (XY), A (spa 


zio d'interpolazione reale) quando 0<6<1 , 1<g<e. Infatti (v. [T] 1.18.1) 


LICR, 1X,Y1,) = ILÎCRX), LÎCRMI, e LAR,(K,M), 2) = (19,4), L%R,M) 
0 0 0,g 0,9 
4.2. Dal teorema 3.3 si può dedurre un risultato più generale. Sup 
poniamo che X sia UMD e sia Q:R"{0} + K una funzione pari, continua e omogenea 
di grado 0, tale che se w è il modulo di continuità di 9 sulla superficie della 


sfera unitaria sia 


1 
fu) S < 40. Per IspXto , ceR' e feLP(R",x) sia (T_f)(s) = 
(0) 


= Qszo) f(0)do e 


|s-o|>e [s-ol" 


(T*f)(s) = sup |(T f)(s)|. Allora: 
edo li 


(a) (Tf)(s) = lim (T_£)(S) esiste q.d. 
e+0t 
(b) per p>l esiste cp( 1990 tale che |T*f]| È < cpOoIFI 
L 
c_(X) 


(c)  c,(X)>0 tale che WD0 u({s;(T*f)(s)>1}) = L_ Ifl , 
L 


LP 


(d) T verifica (b) e (c) e a “x T int per 1<p<o. 


€+0 
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Un interesse particolare riveste la possibilità di estendere una for 
ma del teorema di Mih]lin sui moltiplicatori di Fourier al caso di funzioni a va 
lori in X. In proposito si osservi che Mihlin estese un risultato discreto di 
Marcinkiewicz [Ma] che veniva provato facendo ricorso, per funzioni di Radema- 
cher, a disuguaglianze che in seguito sono state provate per martingale a valo 


ri scalari. 


Nel caso vettoriale si ha la seguente versione (v. [McC]). 


4.3. Teorema. Sia X uno spazio di Banach UMD e _m: R"\{0}>X una fun 


+ 
zione di classe C" L Supponiamo che esista E tale che 


Va e (NU{0})" con |a|<s nt1 si abbia SUp |a°D®m(1)| s c_. 
re RN\{0} di 


Allora l'operatore ta definito su S(R",x) da Inf = (mf)" verifica la stima 


|T.fl _< C |f| _ (1<p<©), dove C dipende solo da c_,n,p e X. 
n'P LP m 


4.4. Per ulteriori informazioni sull'argomento si può vedere [BGM], 
[C] » [RRT]. 
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